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Capitolul 1
VECTORI IN PLAN

1.1. Segmente orientate. Relatia de echipolenta.
Vectori

In stiinta si tehnica se lucreaza cu marimi de natura diferita. Unele marimi sunt
bine determinate doar de un numdir care reprezintd masura lor. Aceste marimi se
numesc mirimi scalare (sau scalari). Alte marimi se numesc mdrimi vectoriale.
Exemple de mirimi scalare: lungimea, masa, volumul, lucrul mecanic, temperatura,
rezistenta unui conductor. Exemple de marimi vectoriale: forta, viteza, accelerafia,
momentul unei forte. O pereche ordonatd (4, B) de puncte din plan se numeste

segment orientat (bipunct) si noteaza cu AB . Punctul A este originea, iar punctul B

este extremitatea segmentului orientat, Segmentul orientat A4 este segmentul nul.
Dreapta AB reprezinti suportul (directia) segmentuiui orientat. Modulul segmentului

orientat AB este lunglmea segmentului [4B] (notata cu AB). Dacd 4 # B, segmentele
orientate AB sl BA se numesc opuse. Doua segmente orientate AB si CD au aceeasi
directie dacd 4B || CD sau dreptele AB si CD coincid. Doud segmente orientate AB si
CD cu aceeasi directie au acelasi sens daca:

a) in cazul AB # CD, punctele B si D sunt de aceeasi parte a dreptei (figura 1);

b) in cazul in care dreptele AB si CD coincid avem una din pozitiile a), b), ¢), d)
din figura 2.

B
D A B CD A CB D CDARB C AD B
+—>—1—>> +—t——r > >
______________ a) b) ¢) d)
A C
Fig. 1 Fig. 2

Segmentul orientat AA are sensul si directia nedeterminate.

DEFINITIE. Doua segmente orientate AB s CD se numesc echipolente (notdm
AB~CD } dacd au acelasi modul, aceeasi directie si acelasi sens.

PROPOZITIA 1. Relatia de echipolentd ,~ definitd pe multimea segmentelor
orientate este relatie de echlvalenza adicd are proprietatile de:

— reflexivitate: AB ~ AB
_ simetrie: AB ~CD = CD ~ AB :
— tranzitivitate: AB ~ CD ; CD ~ EF = AB ~ EF .




DEFINITIE. Multimea segmentelor-orientate echipolente cu un segment orientat
AB formeaza o clasa de echivalentd numita vector liber si notata cu AB. Daci
originea A4 a vectorului AB este fixata, vectorul AB se numeste vecror legat (in caz
contrar avem vector alunecdtor). Daca A = B. vectorul AB (adicd AA) se numeste
vector nul si este notat cu O . Notdm cu ¥ multimea tuturor vectorilor din planul P.

Vectorul BA este vectorul opus lui 4B si este notat cu —A4B . Doi vectori care au
aceeasi directie se numesc vectori coliniari. Vectorul de lungime (modul) 1 se

numeste vector unitate. Segmentul orientat AB se numeste reprezentant al vectorului

AB . Vectorul nul Onu are directie si se considerd coliniar cu orice vector. Doi
vectori coliniari pot avea acelasi sens sau sensuri opuse.

PROPOZITIA 2. Fic un segment orientat A5 in planul 2 Pentru orice punct M e

#exista un singur punct N € - astfel incat MN ~ 4B . Avem cazurile:
B,

Fig. 3 a) Fig. 3 b) Fig.3¢) M
PROPOZITIA 3: Fiind dat un vector ;si un punct M existd un singur punct unic
N astfel incat MN =V (Fig. 3).
TEOREMA.
a) AB=DC = ABCD paralelogram sau 4, B, C, D coliniare;
b) ABCD paralelogram = AB=DC, BC = AD.

Probleme propuse

A. Determinati perechile de vectori care au:
a) acelasi modul; b) aceeasi directie;  ¢) acelasi sens; d) sensuri opuse,
in cazul urmatoarelor figuri geometrice:

1. ABCD paralelogram, AC n BD = {O};

2. ABCD dreptunghi, AC n BD = {O};

3. ABCD romb, AC ~ BD = {O};

4. ABCD patrat, AC N BD = {O};

5. ABCD trapez isoscel, AD = BC, AC n BD = {0};
6. ABCDEF hexagon regulat cu centrul O.



7. Fie "M mijlocul “segmentului (4B) si punctele N s1 P astfel incat AN =PB .
Demonstrati cd punctele M, N, P sunt coliniare,

8. Fie triunghiul ABC si P, M, N mijloacele segmentelor (48), (BC), (CA).
Demonstrati ca:

a) AN =NC ; b) AN =PM ;

c) MN =-PB ; d) PE =EN < E este mijlocul tui (VP).
9. Fie paralelogramele ABCD si CDEF. Demonstrati ca:

a)E:EF; b) AE = BF .
10. Fie paralelogramul A8CD si M, N, P, O mijloacele laturilor (4B), (BC), (CD),
(DA).

a) Demonstrati ca MN = QTD, NP = MO .

b) Determinati mijloacele segmentelor (NQ) si (MP).

punctele M, N, P sunt coliniare.

12. Fie triunghiul ABC si punctele D, E, F astfel incit CD = AB, DE = CB, CF = AC |
Demonstrati cd D este mijlocul lui (EF).

-

13. Cafi vectori sunt determinati de 3 puncte distincte din plan? Dar de 4 puncte
distincte din plan?

14. Fie ABCD paralelogram, M simetricul lui B in raport cu A4, iar N simetricul lui D in
raport cu C. Demonstrati ca:

a) MA=CN ;

b) MD = BN ;

c) AC, BD si MN sunt concurente.

15. Fie triunghiul ABC si punctul D e (BC). Fie punctele M, N, P astfel incit
AM = MB. AN = ﬁﬁ, AP=PC. Demonstrati ¢a punctele M, N, P sunt coliniare.

16. Fie paralelogramul ABCD. Luénd in calcul si diagonalele, precizati:

a) cate direc{ii determind dreptele ce contin cate doud dintre varfuri;

b) semidreptele determinate de varfurile paralelogramului care au acelasi sens,
respectiv sensuri opuse.

17. Fie paralelogramele ABCD si CDEF. Se considera dreptele, respectiv semidreptele
determinate de céte doua din punctele 4, B, C, D, £, F. Scrieti:

a) dreptele cu aceeasi directie;

b) semidreptele cu acelasi sens;

¢) semidreptele cu sensuri diferite.



18. Fie hexagonulregulat ABCDEFiar M, N, P, O, R, S mijloacele laturilor (4B),
(BC), (CD), (DE), (EF), respectiv (FA). Fie AD n BE = {O}. Scrieti:

a) segmentele orientate care au aceeasi directic cu AB:

b) segmentele orientate care au aceeasi directie cu OE :

c) segmentele orientate care au aceeasi lungime cu CD

d) segmentele orientate care au aceeasi lungime cu FC:

€) segmentele orientate care au aceeasi lungime cu NS.

19. Fie dreptunghiul ABCD si fie EF ~ BA. Determinati perechile de segmente
orientate echipolente.

20. Fie trapezul isoscel ABCD cu AB || CD, AB > CD $i E = pryz D, F = prys C.
Stabiliti valoarea de adevar a afirmatiilor:

a) E~C—D; b) AB si DC au acelasi sens; ¢) E~E-C_';

d) AD si BC au acelasi sens; e) AD si BC au aceeasi lungime;
f) CF ~ DE ; g) CF ~ED; h) CF = DE;

i) AE ~ BF ; i) EA~BF ; k) E4 = FB.

21. Fie patratul ABCD si punctele M, N, P, (, astfel Incat W~§, ﬁ~D—C,
CP~ -/E), D_Q ~BA. Demonstrati ca:
a) _A/ﬂvﬁ ~ Q_P . b) 1MNPQ este pfitrat, C) AM.'\"PQ . AABCD =ne N*

22. Fie triunghiul ABC si punctele D € AB — {4, B}, E € AC, DE || BC. Precizati cel
putin trei perechi de vectori:
a) coliniari; b) necoliniari.

23. Considerand varfurile paralelogramului 4BCD, determinati:
a) numarul segmentelor obtinute;
b) numarul segmentelor orientate obtinute;
¢) numarul vectorilor liberi.

24. Fie triunghiul ABC cu AB = AC si fie patratele ABDE si ACFG in exteriorul
triunghiului ABC. Demonstrati ca:
a) |BE| =|Gcl;
b) CB si EG sunt coliniari;
¢) BCGE este trapez isoscel.
25. Fie patrulaterul convex ABCD si M, N, P, O mijloacele laturilor (48), (BC), (CD),
(DA). Demonstrati ca;
a) OP ~ MN ; b) NP = MO ; ¢) MNPQ este paralelogram.




1.2. Adunarea si'scaderea vectorilor

DEFINITIE. Suma u +v a doi vectori ﬁ@i vse obtine astfel: B,

Se considerd punctele O, A, B asttel incat 04 = ; OB=v.
Se construieste paralelogramul OACB.
Atunci u +v = OC (Fig. 4).

OBSERVATII:
1. AM + MB = AB (formula lui Chasles) — Fig. 5

2.DacaB=Aavem AM + MA= A4 =0.
D

TEOREMA. Adunarea vectorilor are proprletaple urmatoare:

a) asociativitate: pentru orice vectori u, v,w eV avem:

(;¢+;)+;v':z7+(;+@);

- -4

b) comutativitate: pentru orice u, velV avem u+v=v+u,

¢) vectorul nul este element neutru: 17 +0=0+u =u, VueV ;

d) pentru orice vector u € V exista vectorul opus (=)
wt{—u)=(=u)+u=0.

Fig. 5

DEFINITIE. Diferenta vectorilor u s1 v este vectorul u—v =1+ (—;) )
OBSERVATIE. Din figura 4 avem U—v=u+ (—;') = OA+OD=0F =BA.

Probleme rezolvate

1. Demonstrati ca patrulaterul convex 4BCD este paralelogmm dacd si numai daca

pentru orice punct M € (ABC) avem MA + MC = MB + MD .
Solutie. Vom nota u+u="2u (semnificafia notarii va fi data
in paragraful 1.3). Fie AABC si M e (BC). Demonstram ¢, daca
M este mijlocu! lui (BC), avem AB+ AC =2A4M (figura 0).
intr-adevir, avem AB+ AC = 4D, unde ABDC este paralelo-
gram. Cum M este mijlocul lui (BC), M este mijlocul lui (4D)
si deci AD = AM + MD = AM + AM =2AM . Reciproc, daca
AB+ AC =24AM , atunci M este mijlocul lui BC. Avem
AB+ AC=2AM < (4B +MA) +(AC+MA) =0 =
< BM +CM =0 < M este mijlocul lui (BC).
Fie acum M un punct oarecare in planul paralelogramului
ABCD de centru O. Din triunghiurile MAC si MBD cu

mediana MO avem MA+ MC =2MO, MB + MD =2MO si

A




deci MA+ ME.= MB+ MD . Reciproe, presupunem M4 + MC = MB + MD . Atunci
avem BM + MA=CM + MD < BA=CD < ABCD paralelogram.

2. Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Demonstrati c¢i daci

I_OTAI + (_)é’ = l@ + %' = , atunct triunghiul ABC este echilateral.
Solutie. Fie D, E, F prmectllle lu1 O pe AB, AC, BC si fie paralelogramele OAMB,
OANC, OBPC. Avem OA+OB = OM, OB +0C = OP. OC +0A4=0N . Din ipoteza

rezultd ca ’OM| = |ON| = |OP| si atunci |OD) = ‘OE\ = lOF! . Cum O este centrul cercu-
lui circumscris AABC, rezulta ca AABC este echilateral.

3. Fie M, N, P mijloacele laturilor (BC), (CA), (4B) ale triunghiului ABC si O un punct
oarecare in planul (4BC). Demonstrati ci:

a) AM+BN+CP=0; b) OA+OB+0OC =0OM +ON +OD .
Solutie. 2) AM + BN +CP=0<>24M +2BN +2CP =048+ 4C) +(BA+ BC) +
+(C4+CB)=(4B+BA)+(AC+CA)+ (BC+CB) =04+ 0400

Probleme propuse

1. Fie paralelogramul ABCD si M un punct din plan astfel incat MB+ MC = BM .
Demonstrati ca: MA+ MB+ MD =CD — AB .
2. Fie paralelogramul ABCD de centru O. Calculati:

a) E—A_O; b) BO- AD; ) CO-O0B;

d) AC-AD+O0D, e) BC—A0-DO; f) AD+CO-0D .
3. Fie AABC si punctele N, P € BC, BN = NP = PC. Demonstrati ca:
AN+ AP= 4B+ AC.

4. Fie AABC si punctele N, P € BC astfel incat BN = PC. Demonstrafi ca:
AN+ AP = AB+ AC .

5. Demonstrafi ¢ pentru orice vectori v,, Vy,ev, €V, n 22 avem:

4, 43

i
6. Fie ABCD patrulater convex, iar £ si E mijloacele segmentelor (4D) si (BO).
Demonstrati ¢a AB + DC = 2FE .

3 b) v +v, +. 4y, [< w4y,

v,

S‘vl{—k

a) v+,

7. Fie usi v vectori cu aceeasi directie si acelasi sens. Comparati:

a) ‘u+v’ cu ‘u'+ v

b) ‘z;—;‘ cu ’L—l‘—';’ st cu M—'u'.



8. Fie 1 -si v veetori cu-aceeasi diréetie si sensuri contrare astfel incat \u\ > M Com-

paratl ‘ﬁ +;\ cu )& - v\ .
9. Conditia necesard si suficientd ca vectorii a, b, ¢ sa formeze un triunghi este ca
a+b+c=0sia+tb#c,atczb btc#a.
10. Fie punctele 4, B, C necoliniare, D simetricul lui 4 in raport cu mijlocul M al lui (BC).
a) Demonstrati ca AB+ AC=AD .
b) Fie \TB\ - ‘/TC - a. Determinati \"/E + I“ daca m(¢4BC) e {60°,90°, 120°}.

11. Fie un punct M in planul triunghiului ABC.

a) Construiti punctele D, E, F, stiind ca MD = MA+ BC ME = MB + CA
MF = MC+ 4B .

b) Demonstrati ca A, B C sunt muloacele segmentelor (DE) (EF), (DF).

¢) Comparati vectorii 1= MA+MB+ MC $iv= MD + ME + MF .

12. Fie O un punct in planul paralelogramulm ABCD. Demonstrati ca:
04+0C = 0B+0D.

13. Demonstrati ¢a pentru orice vectori # §i v avem \uiv’ < ‘u’+ )

egalitate?
14. Demonstrati ci triunghiul ABC este dreptunghic in 4 daca si numai dacd
AB+ AC| = l@—'}ﬁ :

15. Demonstrati ca patrulaterul convex ABCD este paralelogram dacd si numai daca
pentru orice punct O € (ABC) avem 0A+0C=0B+0D.

16. Fie H ortocentrul triunghiului ABC. Fie vectorii HD, HE, HF avand sens opus vec-

torilor HA, HB, HC si modulele egale cu ale vectorilor BC. CA, AB . Demonstrati ca:
a) HD+ HE + HF =0; b) DE+ED+FE=0.

17. Fie vectorii OA, OB, OC cu acelasi modul astfel incat 0A+0B+0C=0. Ce

puteti afirma despre punctele 4, B, C?

18. Fie vectorii @, 579, D?:, 0D cu acelasi modul astfel incat:
OA+OB+0OC +0D =0 . Ce puteti afirma despre punctele 4, B, C, D?

19. Fie ABCD paralelogram si fie M un punct oarecare in interiorul acestuia. Prin M se
duc dreptele d || AD, d' || AB care intersecteaza AB in E, CD in F, ADn G st BCin A.

Demonstrafi cd EH +GF = AC.



20. Fie patratele 4BCD st MNPQ-avand acelasi centru O, iar diagonalele lor formeaza
unghiuri de 45°. Determinati vectorul AM + BN + CP + DQ.

21. Fie paralelogramul ABCD de centru O. Determinati punctele M i N daca:

OM =0A+0B+0C; ON =0A+0B+0D .
22. Fie ABCD un paralelogram si ﬂ;:&, AD=b. Exprimati in functie de a si b
vectorii E, @, I’, D‘B E), CA.
23. Fie dreptele d, d' concurente in punctul O si 4 in planul (dd"). Determinati B € d,
C e d', astfel incat OB+0OC =04 .

,iar O4+O0B=0C . Demonstrati

24. Fie punctele necoliniare 4, O, B cu ‘Ell =
ca [5—c este bisectoarea unghiului 40B.

25. Fie O centrul paralelogramului 4ABCD si punctul oarecare M e (4BC). Demon-
strati ca:

a) OA+OB+0C+0D=0; b) MA+MB+ MC+MD =4 MO .

26. Fie tr1ungh1u1 ABC 51 punctele M, N e (BC), astfel incat (BM) = (CN). Demon-
strafi ca AM + AN = AB + AC .
27. Fie punctul O in planul patrulaterului convex ABCD, iar M, N, P, Q simetricele lui
O fatd de mijloacele laturilor (4B), (BC), (CD), (DA).

a) Demonstrati cd MP = AD + BC, ON =AB-CD .

b) Demonstrati ca MNPQ este paralelogram.

28. Fie un punct M pe diagonala (AC) a patratului ABCD. Prin M se construiesc
segmentele PQ | AB, RS || AB,cuP € AB,Q € CD,R € AD, S € BC. Demonstrati ca:

a) vectorii PR si @ au aceeasi directie;

b) vectorii @ si PS au acelast modul.

29. Triunghiurile ABC si 4'B'C" au acelasi centru de greutate. Aratati ca | A4,

|@l pot fi lungimile laurilor unui triunghi.

30. Vectorii O4, OB, OC de modul 1 se afld in acelasi semiplan limitat de o dreapti
ce trece prin punctul O. Demonstrati ci ‘5/] +OB+0C|>1.

10



1.3. Inmultirea vectorilor cu scalari. Coliniaritate

DEFINITIE. Fie vectorul veV si numarul o € R. Produsul dintre vectorul si

numarul real o este vectorul av definit astfel:
a) av =0 daca o =0 sau v=0;
b) pentru o # 0, v#0, av are modulul \oal-m , are directia lui v, are sensul lui v

daca o > 0 si sens contrar lui v daca o < 0.
TEOREMA 1. Produsul vectorilor cu scalari are proprietdtile:

a) oc(;t+\7):a;t+a;, YaeR, V;I,;EV g

b) (oc+|3);: a;+B;, Va,peR, V;EV;

c) (OLB); = a(B\—/) e B(a;), Yo,p e, Yvel;

d) l.v=vy, Vvel.

TEOREMA 2. Vectorii nenuli u si v sunt coliniari daca si numai daca existd x € R’

astfel incat v=x-u .

TEOREMA 3. Fie vectorii necoliniari si nenuli u si v. Fie a, B e R astfel incat
a;+[3;=0. Atunci avem a. =0, B=0.

TEOREMA 4. Fie dreapta AB si punctul M in acelasi plan. Avem M € AB daca si

numai daca existd x € R astfel incat AM =xAB .

Probleme rezolvate
1. Linia mijlocie a unui triunghi este paralela cu a treia latura si are lungimea egala cu

1. . .
5 din lungimea acesteia.

Soluie. Fie AABC, D € (4B), E € (AC), DA = DB, EA = EC. Avem DE = AE -

- ZE:%(Z@;ZE):%E&. Reciproc, daca D e (4B), E e (4C), DE || BC, DE =

1 : e
= EBC’ atunci (DE) este linie mijlocie.

2. Fie trapezul ABCD cu AB || CD, AB > CD, M, N, P, 0 D C
mijloacele segmentelor (4D), (BC), (4C), (BD). Atunct: m
a) M, N, P, Q sunt coliniare; M N

b) MN || 4B, 2MN = AB + CD; / 5 N
¢) PO || AB,2PQ = AB — CD. y 5

11




9 I|-—besaks] — -
Solufie.'a) Avem MP = EDC, ON = EDC, MQ = %AB = PN . Atunci MP || DC
| NO, MQ || NP || AB si deci M, N, P, O sunt coliniare;
b) MN = MP + PN = —zl—(bf + /TB) Cum MN, DC. AB au acelasi sens, rezultd ca
MN = %(AB +CD);
c) @:@—MD:%(@—FC):PQ:%(AB—DC).

3. Fie G centrul de greutate al triunghiului 4BC. Atunci
pentru orice punct M din planul triunghiului avem

MA+ MB + MC =3MG . /
G

M

Solutie. Fie D mijlocul lui (BC) si £ mijlocul lui (AG).
Avem MA+MB + MC = MA+2MD =2ME - MG +2MD =
= 2(ME + MD) - MG = 4MG - MG = 3MG .

\

D
Fig. 9
4. Fie O, G, H, I centrul cercului circumscris, centrul de greutate, ortocentrul.
respectiv centrul cercului inscris pentru triunghiul 4BC. Atunci:

a) OA+OB+0C =3-0G ; b) AH +BH +CH =3 .GH :
¢) Al +BI +Cl =3-GlI ; d) GA+GB+GC=0.

Solutie. Luam in locul lui M, in problema 3, O, H, I, respectiv G.

5. Fie O, G, H centrul cercului circumscris, centrul de greutate §i ortocentrul triun-
ghiului 4BC. Demonstrati ca punctele O, G, H sunt coliniare (dreapta lui Euler) si ca
OH=3-0G,2-HO=3-HG. .

Solutie. Luam doar cazul AABC ascutitunghic. Fie D =
= prac A, Mmijlocul lui (BC), £ = simge O (figura 10). Avem
OB+0C=0E =2-0M st cum AHEO este paralelogram,
rezultd ci &+@+07?:52+0?:(ﬂ+2ﬁ:071. Dar
OA+0OB+0C=3-0G si deci 3-0G=0H. Obtinem
OH=3-0G,2-HO=3 " HG.

Probleme propuse
L. Fie M mijlocul segmentului (48). Pentru orice punct O din plan avem:

W:%(m+5§)

2. Linia mijlocie a unui triunghi este paraleld cu a treia latura a triunghiului si are

: . . .
lungimea egala cu 3 din lungimea acesteia.
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